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Variaveis Aleatorias

# Necessidade de expressar eventos de forma
precisa

# Interesse nao no resultado aleatdrio, mas numa
funcdo do resultado

s [déia: Mapear eventos em numeros reais!

A B \\ C \D / E
NI

\J / \V/Y

> ]
reais
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Exemplo: 1 dado -

8 Considere um dado

# Ganha 10 se o resultado é 6, zero se o resultado é
4 ou 5, e perde 5 se o resultado é 1, 2 ou 3
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Definicao de V.A.

s Uma variavel aleatoria X € uma funcao
sobre um espaco amostral S que associa um
numero real a cada elemento de S

X:§-R

#v.a. é uma func¢do (e nao uma variavel)

# imagem de X é o espaco amostral (discreto ou
continuo)

# funcao nao precisa ser bijetora (um-para-um)
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Exemplo: 2 dados

-
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. @
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# Considere dois dados (vermelho e preto) =~

8 Espaco amostral:

S=1(@1,1),(1,2),(1,3), (1, 4), (1, 5), (1, 6),
(29 1)) (2) 2)) (2) 3)) (2) 4)) (2) 5)) (2) 6)) e }

# Seja X uma v.a. que representa a soma dos dois
dados

X((i,)))=i+j
# Inversa de X

# eventos que levam a um certo valor de X
8 X =4:4(1,3),(2,2), (3, 1}
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Funcao de probabilidade de
massa (pmf)

8 Associar probabilidade a valores de uma v.a.
# Seja X uma v.a. (discreta)
# Qual a probabilidade de X = x?

_ Conjunto de eventos
{S|X(S)—x} ' elementares que sdo
mapeados no valor x

px(x)=P[X=x]=P[[s|X (s)=x]]= ), Pls]
/ X (s)=x

notacao de pmf
(probability mass
fu nCtion) Rosa / Edmundo - 2009



Exemplo: 2 dados =

# Seja X uma v.a. que representa a soma (,*, y e
de dois dados O

# Defina a pmf de X
px(x)=P|X=x

# Qual é o dominio de X (valores que X pode

assumir)?
p(2)=P[X=2]1=1/36 — = X=2:{(1,1)}

p,(3)=P|[Xx=3]=2/36 —» X=3:{(1,2), (2,1)}
p(4)=P|Xx=4]=3/36 = X=4:{(1,3), (2,2), (3,1)}
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Exemplo: 2 dados

8 pmf, graficamente
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Funcao de distribuicao
cumulativa (cdf)

8 Probabilidade cumulativa (ao invés de pontual)

# Dada v.a. X, temos

F o (x)=P[X<x|=P[{s|X (s Z Pls
/4

notacao da cdf (cumulative
distribution function)

-FX(x) é nao decrescente

# Limite quando x tende a infinito € 1
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Exemplo: 2 dados =

-
" 0
h ® o
. @

# Seja X uma v.a. que representa a soma (,*, ) 4 o e
de dois dados O

# Defina a cdf de X
F.(x)=P[ X <x]

F.2)=P|Xx=<2|=1/36 — = X=2:{(1,1)}
F.(3)=P|Xx<3]=3/36 —» X=3:{(1,1), (1,2), (2,1)}
F. (4)=P|Xx<4]=6/36 — = X=4:{(1,1), ..., (1,3)}

Rosa / Edmundo - 2009



Exemplo: 2 dados

8 cdf, graficamente

P [X <= x]

1 F

0.8 r

0.6 +

N

0.2 r
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X (valor que X pode assumir)

11
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Espaco Amostral nao Contavel

# Espaco amostral € continuo (nao contavel)
# nao podemos enumerar 0 espaco

# Exemplo de espaco amostral continuo?

8 Exemplo de experimento aleatorio?

# medir intervalo de tempo com precisao infinita!

8 Associar probabilidade a cada possivel resultado?

# Nao! Um dado resultado ira possuir probabilidade zero!

# [déia: Associar probabilidade a conjuntos de
resultados

# ex. intervalo de tempo entre 1 e 1.1 segundos
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Variavel Aleatdria Continua

8 Aplica-se quando espaco amostral nao é contavel
# Mesma idéia da v.a. discreta

# mapear o espaco amostral nos numeros reais

X:§-%R

8 Exemplo de experimento aleatodrio (?7

# tempo ateé uma lampada queimar (medido =
com precisao infinita)

# X € uma v.a. que indica exatamente este
tempo
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Variavel Aleatdria Continua

# Funcao de probabilidade de massa nao faz sentido

# probabilidade de um elemento do espaco amostral é
Zero

8 Funcao de distribuicao cumulativa faz sentido
# probabilidade de uma regiao do espaco mapeado

# ex. prob. da lampada queimar em menos de 1 dia

F (x)=P[X<x]
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Funcao de Densidade de
Probabilidade (pdf)

8 Aplicada a v.a. continuas (facilita os calculos)
# Define probabilidade da v.a. através de integrais

fy(x)

P[a<X<b]=x} f(x)dx

funcao de densidade da v.a. X

# Relacao com cdf (funcao cumulativa)

d

——Fy(x)=fx(x)

pdf € a derivada da cdf
d x
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Funcao de Densidade de
Probabilidade (pdf)

f{x). X ~ N(0,1)

——————————
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Distribuicoes Importantes

#v.a. discretas #v.a. continuas
# Bernoulli # Uniforme
# Binomial 8 Exponencial
# Geomeétrica 8 Erlang
# Poisson # Normal

# Usadas para modelar eventos que ocorrem na
natureza

# Representam v.a. que iremos usar

8 Relativamente faceis de manipular
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Bernoulll

# Somente dois eventos podem ocorrer

# cara ou coroa, sucesso ou falha, par ou impar,
etc.

#v.a. bindria (evento O ou evento 1)

# Parametro p, ocorréncia de um dos eventos)

spmf: p,(0)=1-p p,(1)=p
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Binomial

# Contagem de eventos de Bernoulli

# eventos independentes
# Numero de sucessos dado N experimentos
# Dois parametros
# p: prob. de ocorréncia do evento (sucesso)

# N: numero de experimentos

# pmf: N\ & Nk
pylk)= | P (1—p)
/! S
NUmero de vezes que Prob. que exatamente k

exatamente k eventos eventos ocorram
podem ocorrer Rosa / Edmundo — 2009



Geomeétrica

8 Sequéncia de eventos de Bernoulli até que ocorra
um sucesso

# Parametros
# p: prob. de ocorréncia do evento (sucesso)

# N: numero de experimentos

spmf: p,(k)=p(1-p)""
/7
Prob. de um evento \

de sucesso Prob. de exatamente k-1
eventos de falha
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Poisson

# Numero de eventos que ocorrem
em um determinado intervalo de
tempo

# Parametros

# t: intervalo de tempo

8 4. taxa média de ocorréncia de Siméon-Denis Poisson
(1781-1840)
eventos por unidade de tempo

# pmf:

e%t(lt)k
k!

pX(k)=
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Exemplo com Poisson

# Chegada de chamadas a um call center segue a
distribuicao de Poisson

# Taxa meédia d

e chegada ¢ de 3 chamadas por minuto

# Qual a probal
chamada em

bilidade de nao haver nenhuma
1 minuto?

# Qual a probabilidade de termos mais de 100
chamadas em 1 hora?
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Exemplo com Poisson

# Qual a probabilidade de nao haver nenhuma
chamada em 1 minuto?

# /=3 chamadas /minuto
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Exemplo com Poisson

# Qual a probabilidade de termos mais de 100
chamadas em 1 hora?

# /=3 chamadas /minuto

I—P[X<100]=1—F,(100)
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Uniforme

# Valores podem ocorrer com a mesma
probabilidade

# Parametros

# [a, b] : intervalo onde v.a. pode ocorrer

8 cdf: Onde ocorre o evento
12 ( )_ X—d~ ¥ (emrelacdo ao
x\X)= h—qg comeco do intervalo)

S

Tamanho do intervalo
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Exponencial

# Tempo até que um evento ocorra
# Relacionada com Poisson (tempo entre eventos)
# Parametros

# J: taxa de ocorréncia de eventos
a cdf:

8 pdf:
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Exponencial
a cdf a pdf

a diferentes valores do parametro A
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Erlang

# Tempo até que um evento ocorra
8 Sequéncia de v.a. Exponenciais
# Parametro

# /. taxa de ocorréncia de eventos

8 r: numero de estagios (de v.a. exponenciais)
# CDF:

F,(t)=1- > at)ke%t

k=0,..., r—1 k '/
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Normal

# Distribuicao fundamental em estatistica
# resultado do teorema do limite central

# Aplicada a muitos fenOmenos fisicos

# Parametros

#1: média

#s: desvio padrao

# Normal padrao (mecha 0, desvio padrao 1)

F . (x)= fe “12)

\/27T

# Nao possui forma fechada (consultar tabela)
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Valor Esperado, Média,
Esperanca

# Variavel aleatoria discreta

E[X]=) x,p,(x,)

# Variavel aleatoria continua

E[X]=J x [ (x)dx
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Variancia
# Variavel aleatoria discreta ou continua

Var|[ X |=E[(X -E[X])]|=E[X"]-E[XT
8 Segundo momento v.a. continua

E[X2]=_f x° f o (x)dx
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Propriedades da Média

# [.inearidade:

E[|X+Y|=E[X|+E|Y]

8 Produto:
E|XY|=E|X|E|Y |,

se X eY sdoindependentes.
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Propriedade da Variancia

# Soma de variancia de duas v.a.

Var| X+Y |=Var| X |+ Var|Y |,
se X eY sdoindependentes.

8 Se X e Y nao sao independentes:
Var| X+ Y |=Var| X |+Var|Y |+2Cov(X ,Y),

onde
Cov(X,Y)=E|(X—E|X|)(Y—-E|Y])]
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