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Estatística e Modelos 
Probabilísticos - COE241

Aula de hoje
V.a. contínua CDF, 
Função densidade,
V.a. Exponencial e suas variações,
Normal, 
Gamma,
Weibull
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Variáveis Aleatórias Contínuas
 Duas funções são associadas a uma variável aleatória contínua:  

 Função distribuição de probabilidade   Função densidade de probabilidade  
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Variáveis Aleatórias Contínuas
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Variáveis Aleatórias Contínuas
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Variáveis Aleatórias Contínuas:
Exemplo
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Variáveis Aleatórias:  
Exponencial

 São muito usadas para avaliar a confiabilidade e 
desempenho de sistemas

 Possui propriedade “memoryless”

 Está relacionada com a distribuição de Poisson

 É usada para modelar:
 Tempo entre a chegada de pacotes em uma rede
 Tempo de serviço
 Tempo para reparo e tempo até que ocorra uma falha de um 
componente  
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Variáveis Aleatórias:  
Exponencial
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Variáveis Aleatórias:  função 
densidade da Exponencial
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Exponencial: propriedade 
memoryless

Y

t

X

X – v.a. Exponencial, X>t
Y – v.a. que  representa o tempo que falta 
para ocorrer o evento de interesse
Y=X-t   X=Y+t  

P[Y<y / X>t] = ?   

0
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Exponencial: propriedade 
memoryless

 G
Y
(y/t) é independente de t e é igual a distribuição da 

v.a. X (exponencial)

 A distribuição do tempo que resta para ocorrer um 
evento não depende de quanto tempo já passou
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Exponencial: propriedade 
memoryless
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Exponencial x Poisson

t

X

0 N t
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Variável Aleatória 
Hypoexponencial

Exp
1

Exp
2

Exp
3

Exp
4
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Variável Aleatória Erlang

Exp Exp Exp Exp

r = número de estágios
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Variável Aleatória 
Hyperexponencial

α1
α2
α3
α4



  

Rosa  – 2019

Variável Aleatória Gaussiana ou 
Normal

  One of the first applications: C.F. Gauss used it in 1809 to    
   model observational errors in astronomy
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Variável Aleatória Normal x 
Teorema do Limite Central
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Variável Aleatória Normal
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Variável Aleatória Normal 
Padrão

 N(0,1) é uma variável aleatória Normal com média igual 0 e 
desvio padrão igual 1, é chamada de v.a. Normal padrão 

 Não existe fórmula fechada para cálculo da função distribuição 
da Normal
 Uso de tabelas após transformar uma v.a. Normal em uma 

Normal padrão
 Seja Z uma v.a. Normal(0,1) e X uma v.a. Normal(m,s)

F Z (z)=P(Z≤z)=P(
X−m
s ≤z)=P (X≤m+zs)

Logo , FZ ( z)=FX (m+zs)

Da mesma forma , X=Zs+m , P [X≤x ]=P [Zs+m< x ]=P [Z≤
x−m
s ]

F X (x)=FZ (
x−m
s )
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Variável Aleatória Normal 
Padrão

 N(0,1) é simétrica:
  

f Z ( z)= f Z (−z)
FZ (−z)=1−FZ (z)

z

f Z (z)
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Parâmetros de CDF's 

 Uma distribuição pode ser deslocada e reescalonada 
por uma transformação do tipo:               
correspondendo a uma mudança de origem e unidade

 Os parâmetros location e scale são usados para fazer 
esta transformação (ex: normal)   

Location: fornece o posicionamento da distribuição 
com relação ao eixo das abcissas
Scale: define a amplitude da distribuição

 Algumas distribuições podem ter a sua forma alterada 
através do parâmetro shape que define a forma da 
distribuição (ex: gamma, weibull)

 

y=(x−m)/s
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Variável Aleatória Gamma

 Modela a soma de exponenciais onde o número de 
estágios é contínuo

 Erlang, exponencial e chi-square são casos 
particulares da distribuição Gamma  
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Variável Aleatória Gamma

 α (shape), l (scale) 
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Variável Aleatória Gamma
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Variável Aleatória Weibull - 1

 É usada para descrever tempo para falha devido a 
fadiga de um componente

 Também tem sido usada para modelar um usuário 
acessando a web (tempo em ON e intervalo entre 
requisições) 

 Assume diversas formas variando-se os parâmetros
 α (shape) e l (scale) 
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Variável Aleatória Weibull - 2

 Esta forma possui três parâmetros: 
 α (shape), l (scale) e q (location)
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Variável Aleatória Weibull

 Efeito do parâmetro shape

Na figura ao lado b
é o parâmetro shape
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Variável Aleatória Weibull

 Efeito do parâmetro scale

Na figura ao lado b
é o parâmetro shape
e h é o parâmetro scale
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Variável Aleatória Weibull

 Efeito do parâmetro location

Na figura ao lado g
é o parâmetro location
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Variável Aleatória Weibull: 
Exemplo

 Suponha que o tempo de vida de um componente  
tenha uma distribuição Weibull com parâmetro alpha = 2

 A seguinte observação foi feita: 15% dos componentes 
falham antes de 100 horas mas duram mais que 90 
horas.

 X é a variável aleatória que representa o tempo de 
vida do componente   

P [X<100∣X>90 ]=0.15
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Variável Aleatória Weibull: 
Exemplo

 Ache o parâmetro “scale” lambda para essa 
distribuição

P [X<100∣X>90 ]=
P [90<X<100 ]

P [X>90]

P [X<100∣X>90]=
FX (100)−FX (90)

1−FX (90)
=

e−l(90)2

−e−l(100)2

1−e−l(90)2 =0.15

l=0.00008554
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