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Teste a respeito de variância

Suponha que a hipótese nula seja do tipo H
0 
: 

0 
 e 

assumindo amostras de uma população com distribuição 
Normal (

0
2). Podemos definir a seguinte estatística: 

X n−1
2

=
n−1S 2

0
2

X
n-1

2 tem distribuição chi-squared com (n-1) graus de 
liberdade 
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Teste a respeito de variância

X n−1
2

X n−1 ;1−
2H 0 :2

=0
2

Variância da v.a. Chi-square = 2(n-1) = 2k

Considere o teste: 

H 1 :2
0

2

H 1

H 0

X n−1 ;1−
2
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Teste a respeito de variância

X n−1
2

X n−1 ;
2H 0 :2

=0
2

Variância da v.a. Chi-square = 2(n-1) = 2k

Considere o teste: 

H 1 :2
0

2

H 1

H 0

X n−1 ;
2
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Teste a respeito de variância

H 0 :2
=0

2

Variância da v.a. Chi-square = 2(n-1) = 2k

Considere o teste: 

H 1 :2
≠0

2

H 1
H 0

X n−1 ;/2
2

X n−1
2

X n−1 ;/2
2 ou

X n−1
2

X n−1 ;1−/2
2

X n−1 ;1−/2
2

H 1
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Teste a respeito de variância

Exemplo 10.38 do Livro do Trivedi (pg. 713)
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Testes para distribuição de 
probabilidade

Usado para testar se uma distribuição empírica 
corresponde a uma determinada distribuição da literatura 

Considere X uma v.a. discreta com pmf p
X
(i)=p

i

Hipóteses:    

H 0 : pi= pi0 , i=0,1,. .. , k−1
H 1 :not H 0
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Teste para distribuição de 
probabilidade (v.a. discreta)

Considere que são coletadas n observações e que a v.a. N
i
 

representa o número de vezes que a v.a. X assumiu o valor i.

N
i
 tem distribuição binomial com parâmetros n e p.

E[N
i
]=np

i
 e Var[N

i
]=np

i
(1-p

i
)

É mostrado que Q possui distribuição chi-square com (k-1) 
graus de liberdade   

Q=
∑i=0

k−1
N i−npi

2

npi
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Teste para distribuição de 
probabilidade (v.a. discreta)

Sob a hipótese H
0
 : p

i
 = p

i0
, a estatística Q pode ser 

calculada a partir de:   

X k−1
2

=
∑ observed−expected 2

expected

A hipótese H
0
 é rejeitada se: X k−1

2 X k−1 ;1−
2
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Exemplo de teste v.a. discreta

Teste rejeita 
hipótese de 
que amostras 
foram geradas 
a partir de uma 
v.a. Normal 

Teste confirma 
hipótese que 
amostras 
foram geradas 
a partir de uma 
v.a. Normal 
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Exemplo de teste v.a. discreta

Exercício 10.41 do livro do Trivedi, pag. 716.

Foram coletados dados do número de erros que ocorre em 
um sistema. O número total de erros observados em 50 
semanas foi 95. Queremos saber se podemos representar o 
número de erros por uma v.a. Poisson.     
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Exemplo de teste v.a. discreta

N
i

p
i0
=P[Y=i], 

onde Y é v.a. 
Poissoni np

i0
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Exemplo de teste v.a. discreta
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Exemplo de teste v.a. discreta
A v.a. chi-square possui k-2 graus de liberdade. Um grau de 
liberdade é perdido pois as amostras são usadas para 
estimar o valor do parâmetro lambda da distribuição 
Poisson.     

X 4 ; 0.05
2

=9.488

X 4
2
=12.401 Valor obtido 

 H
0
 deve ser rejeitada pois: 

X 4
2
=12.401X 4 ;0.05

2
=9.488

 p-value ou descriptive level:  
P [X 4

2
12.401∣H 0]=0.016

X 4
2
=12.401
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Teste CDF v.a. contínua
Suponha X v.a. contínua e queremos testar se X possui 
determinada função distribuição      

H 0 : para todo x , F X  x =F 0x 
H 1 :existe um x tal que F X  x ≠F 0 x 

Usaremos o teste de Kolmogorov-Smirnov (o teste 

chi-square poderia ser usado mas perderíamos precisão)
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Teste CDF v.a. contínua

Ordenar em ordem crescente os valores das amostras:      

x1≤x2≤x3 ...≤xn

Calcular a função distribuição empírica da v.a. X:

0, xx1

i
n
, xi≤xxi1

1, xn≤x

F n  x=
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Teste CDF v.a. contínua

A estatística Komolgorov-Smirnov é definida como:      

Dn=
x
∣ F n x −F 0x∣sup

O uso do supremo ao invés do máximo é porque a função 
empírica é descontínua.

Pela definição acima, a diferença entre as funções

                            só será avaliada no extremo final do 
intervalo                 pois o valor no intervalo é constante. 
∣ F n  x −F 0 x ∣

[xi , xi1]
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Teste CDF v.a. contínua
A estatística Komolgorov-Smirnov é definida como:      

Dn=
x
∣ F n x −F 0x∣sup

A hipótese H
0
 é 

rejeitada para um 
dado nível de 
significância  se:

Dnd n ,
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Teste CDF v.a. contínua

A vantagem da estatística D
n
 é que não é preciso fazer 

nenhuma aproximação, ela é exata e só depende de n, não 
depende de F

0
(x). 

Já a estatística Q usada no teste para v.a. discretas (Chi-
square test) é uma aproximação de uma v.a. Chi-square e é 
preciso um conjunto grande de amostras para que a 
aproximação seja boa.

Exemplo 10.42, livro do Trivedi, pag., 718  
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Como fazer fitting de função 
distribuição ? 

Passo 1: Coletar amostras e parametrizar um conjunto de 
funções distribuição usando métodos dos momentos ou 
MLE.  

Passo 2: Usar teste Chi-square ou Kolmogorov-Smirnov

Passo 3: Traçar QQ plot

Passo 4: Traçar gráfico x versus 1-F
X
(x) com eixo das 

ordenadas em escala log para analisar a cauda da 
distribuição.
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Classificação de função 
distribuição

Uma função distribuição pode ter até três parâmetros: 
location, scale, shape. 

Location: Desloca o gráfico da função densidade para 
direita ou esquerda com relação ao eixo das abcissas (ex: 
média da v.a. Normal) 

Scale: Aumenta ou diminui a largura da distribuição (ex: 
variância da v.a. Normal) 

Shape: Permite mudar a forma da distribuição (ex: 
parâmetro alpha da v.a. Weibull)     
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Parâmetros location e scale de 
uma função distribuição

As distribuições podem pertencer a uma mesma família com 
relação aos parâmetros location, scale e location-scale. 

Se X é uma variável aleatória que pertence a uma certa 
família, então Y =

d
 (a + bX) é uma outra distribuição que 

pertence a mesma família. (=
d
 significa “possui a mesma 

distribuição que”)
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Parâmetro location
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Parâmetro Scale
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Parâmetro Location-Scale
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Parâmetro shape 
O parâmetro shape permite a distribuição mudar de forma 
de acordo com o seu valor.

 Exemplo: v.a. Weibull 
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Quantile-Quantile Plot

Método gráfico para indicar que dois conjuntos de 
amostras pertencem a populações com a mesma distribuição 
de probabilidade.  

By a quantile, we mean the point below which a given 
fraction (or percent) of points lies. That is, the 0.3 (or 
30%) quantile is the point at which 30% percent of the 
data fall below and 70% fall above that value.  

A 45-degree reference line is also plotted. If the two sets 
come from a population with the same distribution, the 
points should fall approximately along this reference line.
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Quantile-Quantile Plot

Vantagem: Os conjuntos de amostras podem ter tamanhos 
diferentes

O que pode ser observado com relação a função de 
distribuição das amostras :

(1) presença de outliers

(2) deslocamentos em location

(3) deslocamentos em scale

(4) comportamento da cauda   
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Exemplo Q-Q Plot

P[X<390] = 0.2

P[X<350] = 0.2

1 -Pode-se notar 
que o valor das 
amostras do 
conjunto 2 é maior 
do que o valor das 
amostras do 
conjunto 1

2 – Os dois 
conjuntos tem alta 
probabilidade de 
não pertencerem a 
populações com a 
mesma 
distribuição de 
probabilidade
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